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DALLA RETTA REALE AL PIANO CARTESIANO 

L’equivalenza tra numeri reali e punti di una retta 

permette di estendere al piano il legame tra algebra 

e geometria con la costruzione del piano 

cartesiano  
 

Tale costruzione è dovuta a Cartesio (1595-1650) e 

su di essa si fonda la cosiddetta Geometria 

analitica 
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• Consideriamo il piano euclideo. Fissiamo in esso un 

punto O, detto origine, due rette distinte r e s passanti 

per O ed una unità di misura su ciascuna di esse, 

determinando un punto U su r e un punto V su s. 
 

• Si dice allora che abbiamo introdotto un riferimento 

cartesiano nel piano. 
 

• Tale riferimento è detto ortogonale se le rette r ed s 

sono perpendicolari ed è detto monometrico se le unità 

di misura fissate sulle due rette sono uguali. 
  

• Le rette r ed s si dicono assi cartesiani.  

COSTRUZIONE DEL PIANO CARTESIANO 
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 Si stabilisce una corrispondenza biunivoca tra i punti del 

piano e le coppie ordinate di numeri reali  
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ENTI GEOMETRICI E CORRISPETTIVI ALGEBRICI  

• Retta    

   

 

 

• Parabola con asse parallelo all’asse y  
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Circonferenza di centro C = (a, b) e raggio r 
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• Ellisse di centro l’origine e assi di simmetria 

coincidenti con quelli cartesiani 

 

 

 

 
• Iperbole di centro l’origine e assi di simmetria   

   coincidenti con quelli cartesiani 
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Caso particolare  
 

Iperbole equilatera di centro l’origine e asintoti 

coincidenti con gli assi cartesiani 
 

(caso k>0)  
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Parabole, circonferenze, ellissi ed iperboli sono curve 

indicate genericamente con il termine CONICHE 
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Il piano cartesiano è uno strumento molto utile per: 

 - la trattazione geometrica di problemi algebrici 

 (in particolare permette di dare una 

rappresentazione grafica di equazioni e 

disequazioni) 
 

E’ inoltre indispensabile per:   

 -  visualizzare relazioni tra grandezze 

 (funzioni) 

 -  per rappresentare risultati di misure  

  (raccolta di dati) 
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Una ulteriore operazione tra insiemi: 

il prodotto cartesiano 

• E’ il concetto che consente di trattare relazioni, 
operazioni, funzioni, come particolari insiemi 
 

• Il primo esempio di prodotto cartesiano è il piano 
cartesiano, da cui trae il nome 
 

• Si definisce a partire dal concetto di coppia ordinata: 
una coppia ordinata è un insieme di due elementi in cui 
conta l’ordine 

 

 Pertanto:  

  se x  y allora (x, y)  (y, x)  

  se  x=y  allora anche (x, x) è una coppia ordinata  
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Prodotto cartesiano 

 Dati due insiemi A, B il prodotto cartesiano è 

dato da: 

 AxB = (a, b) / aA, b  B 

 

• Se A = B allora il prodotto cartesiano si indica 

con AxA = A2 

 

• Se A= B = R, RxR = R2 è il piano cartesiano 
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Proprietà del prodotto cartesiano 

• Se A, B sono insiemi finiti, l’insieme AxB è finito: 

se A ha n elementi e B ha m elementi, AXB ha 

nxm elementi 
 

• Se A= o B= , allora AxB = e viceversa 
 

• Se una dei due insiemi è infinito, allora AxB è 

infinito e viceversa 
 

• AxB BxA 
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Rappresentazione grafica 

• Si usa solitamente un diagramma cartesiano 

(non è possibile ricorrere a diagrammi di Venn) 
 

• Il diagramma cartesiano di AxB si ottiene 

riportando su un asse orizzontale gli elementi di 

A su uno verticale quelli di B e, per ogni xA e  

 y B, visualizzando la coppia (x,y) nel punto di 

intersezione tra la retta verticale passante per x 

e la retta orizzontale passante per y 
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Esempio (insiemi finiti):  
 

A = { a, b, c }  e  B = { x, y } 

AxB={(a,x),(a,y),(b,x),(b,y),(c,x),(c,y)}                                                                                                 

                    

rappresentazione 

cartesiana di AXB 
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A 

B 

Rappresentazione cartesiana di AxB (in giallo) con A, B 

insiemi qualunque 

Nota: nel caso RxR la rappresentazione cartesiana è il piano 

cartesiano. In particolare, se A,B  R anche AxB è visualizzato nel 

piano cartesiano poiché AxB  RxR   
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Il prodotto cartesiano è lo 

strumento per poter definire 

rigorosamente il concetto di 

FUNZIONE 

Quando si parla di funzioni? 

 

Vediamo alcune situazioni in cui questo 

accade  
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Esempi 
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20 
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Ciascuno degli esempi precedenti descrive un 

modo attraverso il quale un certo numero (r, p, t, t)  

 ne determina un altro (ed uno solo) (A, C, P, a). 

 

In tutti questi  casi si dice che il secondo 

numero è funzione del primo 

In ciascun caso si riconosce anche la presenza di 

due insiemi (numerici): quello in cui è lecito 

prendere il numero iniziale e quello in cui si 

trova il numero che gli corrisponde 
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Altro esempio 
 

• Ad ogni cittadino che lo richiede, viene attribuito il proprio 

codice fiscale. La modalità di associazione è data da una 

serie di istruzioni codificate nel computer 

dell’amministrazione che rilascia il codice stesso (“Le 

prime tre lettere del codice sono ricavate dal cognome....”) 
 

• Anche in questo caso si può dire che il numero di codice 

fiscale è funzione del cittadino che ne fa richiesta. 
 

• Questa volta i due insiemi non sono numerici: il primo è 

un insieme di individui (quelli che richiedono il codice 

fiscale), il secondo è l’insieme dei codici fiscali (sequenze 

di 16 simboli con lettere e numeri) attribuiti. 
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CHE COSA SI INTENDE PER FUNZIONE? 

 
Per il momento possiamo affermare che: 
 
dati due insiemi A e B non vuoti (non 
necessariamente distinti), una funzione f da A in 
B è una legge che associa ad ogni elemento di A 
uno ed un solo elemento di B  
 
  A è detto dominio della funzione 
 
  B è detto codominio della funzione 
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Sia f una funzione da A in B. In simboli:  

  f: A  B     
 

Se a A, l’elemento b = f(a)  è detto immagine di a 

tramite f   
 

Si definisce immagine di f  e si indica con Im(f) = f(A) 

l’insieme di tutte le immagini degli elementi di A (è un 

sottoinsieme di B): 
 

Imf = f(A)= f(a) / aA  B 

 

a è detta variabile indipendente 
 

b è detta variabile dipendente (b è il corrispondente di 

a tramite f o il valore della funzione f in a)  

Notazioni e terminologia 
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Di solito considereremo funzioni per le quali  
 

A, B   R. 
 

 
Tali funzioni sono dette funzioni numeriche o 

 
 funzioni reali di variabile reale 

 
 

Il dominio di una funzione numerica si dice anche 
campo di esistenza della funzione 
 
 

L’uso della x e della y per le due variabile 
indipendente e dipendente è consuetudine 
universalmente accettata in matematica 

 

 26 



Nota: 
 

nello studio di modelli fisici o biologici si 
preferisce spesso indicare le variabili con simboli più 
direttamente collegati al significato delle grandezze 
rappresentate  
 

Esempi:  

• v(t) velocità al tempo t 
 

• N(t) numero di individui di una popolazione al tempo t  
 

• P(h) pressione agente su un corpo alla profondità h 
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Esempio 1 

 Si tratta di una funzione da D a C?  Perché? 

 Nel caso si tratti di una funzione, esprimere la 

legge con “una formula matematica”  




successivo

ilassociasinumeroogniad:èleggela

12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1C

e10,9,8,7,6,5,4,3,2,1DSiano

        

  




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Esempio 2 





multipli suoi i

associano si numero ogni ad:è legge la

12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1C

e10,9,8,7,6,5,4,3,2,1DSiano





 Si tratta di una funzione da D a C ? Perché?  
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Esercizi 

1. Data la f : [1,3]  R  definita da f(x) =  2x+1,   

stabilire se i seguenti numeri appartengono 

all’immagine di f: 

   5, π, 2/3, -7, √2  

  

2. Data la f:RR  definita da f(x) = 5, 

determinare Imf 
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FUNZIONI PARTICOLARI 
 

• Funzione costante 

 Siano A, B insiemi e c un elemento fissato di B 

 f: A  B    tale che  f(a) = c per ogni a  A è 

detta funzione costante di valore c 
 

• Funzione identità  

  idA: A  A  definita da 

  idA(x)= x,  per ogni x  A 
 

• Funzioni definite a tratti: sono definite da leggi 

diverse in diverse parti del dominio 
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Esempio (funzione definita a tratti) 

Determinare f(0), f(1), f(-2) e  f(). 



UNA RAPPRESENTAZIONE GRAFICA: 

LA RAPPRESENTAZIONE SAGITTALE 

• Ogni funzione in cui il dominio è costituito da un numero 
finito di elementi è rappresentabile con un diagramma 
sagittale 
 

 Caratteristica: da ogni punto del dominio deve partire 
una ed una sola freccia 

E’ una 

funzione 
Non sono funzioni 
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UNA FUNZIONE COME MACCHINA 

 (O DISPOSITIVO INGRESSO-USCITA)   

x  A f(x)  B f 

 Funzioni uguali: sono funzioni che si 

comportano allo stesso modo 

 Def.: f: A  B   e g: A  B sono uguali se e 

solo se f(x) = g(x) per ogni x  A. In tal caso si 

usa la scrittura f = g 

f: A  B 
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Dalla definizione intuitiva di funzione 

alla definizione rigorosa ... 
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DEFINIZIONE DI FUNZIONE 

(INSIEMISTICA) 

 Siano A, B insiemi non vuoti. 
 

 Una funzione f da A in B è un sottoinsieme del 

prodotto cartesiano AxB  tale che  
  

 per ogni  a  A esiste uno ed un solo b  B   

con (a, b)  f 
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RAPPRESENTAZIONE CARTESIANA:  

GRAFICO DI UNA FUNZIONE 

• Sia f: A  B una funzione. 

  Il grafico Gf di f è il sottoinsieme di AxB dato da: 
 

 Gf  = {(a, b) / a  A, b = f(a)} = {(a,f(a)) / a  A} 
 

 visualizzato come insieme di punti nel diagramma 
cartesiano di AxB 

 

 (è quindi la rappresentazione cartesiana della 
funzione) 
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Grafico di f 

Esempio 



Caso di funzioni numeriche 

39 
Questo stesso criterio vale per funzioni qualunque 

Nota: non ogni insieme di punti del diagramma cartesiano di 
AxB è grafico di una funzione da A a B  
 

 Cosa deve accadere perché lo sia?   



FUNZIONI  SURIETTIVE 

Sia f : A  B una funzione: 
 

 f è suriettiva se Im(f) = B, ovvero ogni 
elemento di B è immagine di almeno un 
elemento di A  

 (o anche,  per ogni b  B l’equazione f(x) = b 
ha almeno una soluzione) 

 

1. La funzione f: R  R definita da f(x) = 3x+1 è 
suriettiva. Perché? 
 

2. La funzione g: R  R definita da g(x)=x2+2 non 
è suriettiva. Perché? 
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• Quali caratteristiche deve avere il grafico di f affinché tale 
funzione sia suriettiva?  

 Ogni retta orizzontale per ciascun elemento di B incontra il 
grafico in almeno un punto 

 

 E la rappresentazione sagittale? 

 Ogni elemento di B è punto di arrivo di almeno una freccia 

 

Nota  

 La suriettività dipende dal codominio della funzione: ogni 
funzione è sempre suriettiva se si considera come 
codominio la sua immagine 

 

Esempio 

La funzione g1:R [2, +) definita da g1(x) = x2+2 è suriettiva. 

Perché? 
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FUNZIONI  INIETTIVE 

• Sia f : A  B una funzione: 

 f è iniettiva se per ogni x1 e x2  A, con x1x2, è  
f(x1)f(x2), ovvero ogni elemento di B è immagine di al più 
un elemento di A  

 (o anche,  per ogni b  B l’equazione f(x) = b ha al 
massimo una soluzione) 

 

Nota: la proprietà deve valere per ogni coppia di elementi 
del dominio 

 

1. La funzione f: R  R definita da f(x)= 3x+1 è iniettiva. 
Perché? 

 

2. La funzione g: R  R definita da g(x)= x2+2 non è 
iniettiva. Perché? 
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• Quali caratteristiche deve avere il grafico di f affinché tale 

funzione sia iniettiva?  

 Ogni retta orizzontale per ciascun elemento di B incontra il 

grafico in al più un punto 

 E la rappresentazione sagittale? 

 Ogni elemento di B è punto di arrivo di al più una freccia 

 

Nota  

L’iniettività dipende dal dominio della funzione  
 

Esempio 

La funzione g: [0, +)  R definita da g(x)= x2+2 è iniettiva. 

Perché? 
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Esempi di funzione iniettive/non iniettive 

non iniettiva 

non iniettiva 

iniettiva 



FUNZIONI  BIIETTIVE   

 Sia f: A  B una funzione: 
 

 f è biiettiva (o corrispondenza biunivoca) se è 
iniettiva e suriettiva, ovvero ogni elemento di B è 
immagine di esattamente un elemento di A 

 

 

 In termini di equazioni, dire che una funzione è 
biiettiva equivale a dire che per ogni bB 
l’equazione f(x) = b ha una ed una sola 
soluzione 
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• Quali caratteristiche deve avere il grafico di f 
affinché tale funzione sia biiettiva?  

 Ogni retta orizzontale per ciascun elemento di B 

incontra il grafico in esattamente un punto 
 

 E la rappresentazione sagittale? 

 Ogni elemento di B è punto di arrivo di esattamente 

una freccia         

 

 Esempio  

 La funzione f : R  R definita da f(x) = 3x+1 è 
biiettiva. Perché?  
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Funzione inversa 

 Sia f: A  B una funzione biiettiva.  
  

 A partire da f, è sempre possibile definire una 
nuova funzione da B ad A, indicata con f -1,  

 f -1: B  A, detta funzione inversa di f, ponendo: 

 f -1 (b) = a, dove a  A  è quell’unico elemento 
tale che f(a) = b  

 

 In altri termini la funzione f -1 è il sottoinsieme del 
prodotto cartesiano BxA dato da:  

    {(b, a) / (a, b)  f}  BxA 
 

 

 Le funzioni biiettive, per questa loro caratteristica, 
sono dette invertibili 
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L’esempio mostra una funzione f e la sua inversa f-1   
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Caso di funzioni numeriche 
 
Se f è una funzione numerica biiettiva definita da una 
formula matematica, anche la funzione inversa è 
definibile con  una formula matematica. 
 
Come si ricava la formula di f -1 nota quella di f? 
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Come si ottiene il grafico della funzione inversa f -1? 
 
 

 G f 
-1

 = {(b, a) / (a, b)  G f }  BxA 
 

 

Il grafico di f -1 si ottiene da quello di f con un ribaltamento 
quest’ultimo rispetto alla bisettrice del I e III quadrante  



Esercizio 

 Si consideri la funzione f: N  N definita da:  

    f(n) = max {7, n} 
 

 1. Calcolare f(5) e f(10). 
 

 2. Stabilire se la funzione è iniettiva, suriettiva e 
determinare Imf. 

 

 3. Determinare in modo esplicito gli insiemi:  

 X = {n  N / f(n) = 6} e Y = {n  N / f(n)= 8}. 
 

 4. Tracciare il grafico cartesiano di f.  
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COMPOSIZIONE DI FUNZIONI  

 Date due funzioni f: A  B e g : B  C, è possibile 
definire una nuova funzione, la composizione di f 
con g, indicata con gof nel modo seguente: 

 

per ogni a  A  (gof)(a) = g(f(a))  

  

Nota 

 Più in generale la composizione gof di due 
funzioni f: A  B e g : C  D è definita ogni volta 
che Imf  C (quindi in particolare quando B  C)  
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Se le funzioni f e g sono pensate come 
macchine, la funzione composta di f con g si può 
interpretare come il dispositivo ottenuto 
collegando in serie la macchina f con la 
macchina g 

                 

f 

x f(x) g(f(x)) 
g 



 

Esercizi 

1.  Siano f (x) = 2x2 -3x+1 e g(x) = x-3. 

Scrivere l’espressione di f o g e di  g o f . 

 Cosa si osserva? 
 

2. Si consideri la funzione f: N  N definita 

da:  

   f(n) = max { 7, n}. 
 

 Stabilire se f o f = f. 
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OSSERVAZIONI SULLA COMPOSIZIONE 

• La composizione non è commutativa 
 

• Se f: A  B è una funzione biiettiva, si può 
comporre sia a destra che a sinistra con la sua 
funzione inversa. In entrambi i casi si ottiene 
l’identità: 

 

 per ogni a  A, (f -1o f)(a) = a, cioè f -1o f = idA 

 

  per ogni b  B, (f o f -1)(b) = b, cioè f o f -1= idB  
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ULTERIORI OPERAZIONI 

PER FUNZIONI NUMERICHE  

 
• Sulle funzioni numeriche, oltre all’operazione 

di composizione, sono definite le cosiddette 
operazioni algebriche 

 

• Due funzioni numeriche f di dominio A  R e g di 
dominio B  R possono essere combinate per 
formare nuove funzioni: 

  funzione somma   f+g 

  funzione  differenza    fg 

  funzione prodotto   f·g 

  funzione quoziente    f/g 
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OPERAZIONI ALGEBRICHE: definizione 

 Queste nuove  funzioni sono definite come segue: 

(f +g) (x) = f(x) + g(x)     dominio AB 
 

(f  g) (x) = f(x)  g(x)   dominio AB 
 

(f·g) (x) = f(x)·g(x)        dominio AB 
 

(f/g) (x) = f(x)/g(x)        dominio AB-x/ g(x)=0 
 

In particolare si definisce – f  funzione opposta di f e 1/f, 
funzione reciproca di f come segue: 

 (-f)(x) = -f(x) 
 

 (1/f)(x) = 1/f(x) 
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