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Il concetto di derivata di una funzione e uno
dei piu_importanti e fecondi di tutta Ila
matematica sia per le implicazioni di natura
teorica, che per le numerose applicazioni di tipo
pratico

Su di esso si basa Il calcolo differenziale che,
Insieme al calcolo integrale costituisce I'analisi
Infinitesimale

| fondatori del calcolo differenziale si devono
considerare Newton e Leibniz 1 quali,
Indipendentemente I'uno dall’altro, vi pervennero
nel XVIl secolo



IL PROBLEMA DELLE TANGENTI

« Storicamente 1l concetto di derivata si presenta come la
risposta piu efficace al problema delle tangenti, cioe al
problema di come determinare la retta tangente ad una
gualsiasi curva in un suo punto

« Gia i matematici greci (Archimede, Apollonio, Pappo)
avevano elaborato metodi Ingegnosi per costruire
tangenti alle coniche e a curve piu complesse, ma si
trattava di metodi particolari che non possedevano |l
carattere di procedimento generale, valido per tutte le
curve

 Nel Seicento Fermat diede un notevole impulso alle
ricerche in questo campo, poi proseguite da Newton e
Leibniz
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Cosa si intende per retta tangente ad una curva

In un suo punto?

Non e possibile estendere a curve
gualunque le definizioni adottata nel
caso di una circonferenza e piu in
generale di una conica, secondo le
guali:

‘la tangente ad una conica in un suo
punto P e la retta che passa per P e
che ha in comune con la conica solo
quel punto”

‘la tangente ad una conica in un suo
punto P e la retta per P che lascia la
conica tutta da tutta da una stessa
parte rispetto alla retta”

W
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La tangente in P
Incontra la curva
In un altro punto

La tangente in P
lascia la curva da
parti opposte 4



E’ invece piu opportuno introdurre il concetto di tangente
attraverso un procedimento di tipo dinamico

“Si dice tangente ad una curva In un suo punto P la
posizione limite, se esiste, della retta secante PQ quando Il
punto Q, muovendosi sulla curva, si avvicina indefinitamente a
P sia da destra che da sinistra”




Nota

Non sempre esiste la retta tangente ad una curva in un
punto, perché non é detto che esista la posizione limite

della retta secante
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Non potendo decidere
guale della due rette
limite t1 o t2 sia la retta
tangente in Po alla
curva, si conclude che
tale curva non ammette
retta tangente nel punto
Po.

Definita la tangente ad un curvain un suo, Si tratta di vedere
guando essa esiste e, in caso affermativo, quale sia la sua

equazione
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Supponiamo dapprima che la curva C di equazione
y = f(X) ammetta retta tangente, non verticale, in P(X,,f(Xy)).

« Per avere l'equazione della tangente e sufficiente
determinarne il coefficiente angolare

« A tale scopo si considera sulla curva un altro punto
Q(x,f(x)), vicino ma distino da P (X # X,) e si calcola Il
coefficiente angolare della secante PQ:

_ f(x) — f(x,)

« Poi si avvicina Q a P lungo la curva, facendo tendere x
ad Xx,. Poiché la tangente in P e la posizione limite della
secante PQ, quando x tende ad X, mMpq tende al

coefficiente angolare della retta tangente
;



Abbiamo quindi che:
se la curva di equazione y = f(x) ammette nel punto di

ascissa X, retta tangente non verticale, il suo
coefficiente angolare m e :
.. f(x) — f((x;)
m = lim

-'f_:"xn X — }:l}
Viceversa, se esiste finito

lim f(x) — f(x;)

I_}J':D b4 _HD

Sl puo dimostrare che esiste anche la tangente alla curva

nel punto P(x,, f (X;)) che ha come coefficiente angolare Il
valore del limite



IN CONCLUSIONE

La tangente (non verticale) ad una curva di equazione

y = f(X) in un suo punto di ascissa X, esiste solo quando in
X, esiste finito il limite seguente (cioe e un numero reale)

o f(x) — ()

xox, X —Xp

purche si riesca a calcolare tale limite!



Esiste anche un’altra formulazione eguivalente per esprimere
Il coefficiente angolare della retta tangente, talvolta piu
comoda per il calcolo.

. f(x) — f(x,)

R — Xp

posto h=x-X%X, € X=X,+h, quindi:

B f(x, +h) — f(x,)
Mpg = »

Da

Per x che tende ad x,, h tende a O e I'espressione del
coefficiente angolare della tangente diventa

e f(x, +h) — f(x,)
m = lim

h—0 h

NOTA - Si usa talvolta I'espressione pendenza di una curva in un punto
Intendendo la pendenza della retta tangente alla curva nel punto (la curva
diventa indistinguibile dalla sua retta tangente in prossimita del punto di
tangenza) 10



DEFINIZIONE DI DERIVATA IN UN PUNTO

Fu proprio trattando il problema delle tangenti che Newton e
Leibniz dovettero studiare quel particolare limite che si
origina, al quale attribuirono, quando esiste ed e finito, Il
nome di derivata della funzione f nel punto x,

DEFINIZIONE

Sia f: Xc R—>R e sia x, un punto di un intervallo aperto
contenuto in X. Si dice derivata della funzione f in xg Il
seguente limite, se esiste ed e finito:

FOo ) f) - (x,)
Im = |lim
h—0 h X—>X X—XO

Una funzione f e detta derivabile in x, se in tale punto

esiste la derivata
11



Nota

* Se da X, si passa ad un altro valore x,+ h, sempre nel
dominio di f, si dice che si e dato I'incremento h (positivo
0 negativo) alla variabile x

* La differenza f(x,+h) — f(X,) si chiama incremento della
funzione e puo avere valore positivo 0 negativo

- Il rapporto  f(xg +h) — f(x,)

h
si chiama rapporto incrementale della funzione f relativo
al punto x, e allincremento h; precisamente si chiama
rapporto incrementale destro o sinistro a seconda che sia
h >0 o h <O0.
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Simboli usati per la derivata in un punto

La derivata di f in X, Si indica con uno dei seguenti simboli:
f'Xo) Y'(Xo) (dovuti a Lagrange)

[Df[:x]]xeD Df(x,) (dovuti a Cauchy)

df(x) d . L
[ ] [—ﬂ (dovuti a Leibniz)
dx X=Xy d X=Xg
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Notazione di Leibniz per la derivata in un punto: [E]
dx

I=ID

ol |

f' (xg) = lim ot W) = f(ro) _ ) B7CO _ ) B [dﬂ

h—0 h Ax—=0 Ax .:n.;.:—m ﬂx


http://matutor2012.scuola.zanichelli.it/matutor-files/xstudx-studenti/unitaderivate/matbox-img/11-img-1-big.jpg

Significato “per la funzione” di derivata in un punto:
tasso (o velocita) di variazione della funzione

Nella definizione di derivata il rapporto _incrementale e il rapporto
tra I'incremento della variabile dipendente e quello della variabile
Indipendente. Tale rapporto esprime quindi il tasso di variazione
medio della funzione nellintervallo [x,, X,+h]: € un tasso di crescita
se e positivo, un tasso di decrescita se e negativo

Si puo anche interpretare come la velocita (o rapidita) media di
variazione della funzione nellintervallo considerato (e infatti la
variazione di f rispetto all’lampiezza dell’intervallo in cui avviene la
variazione)

La derivata di f nel punto x, esprime il tasso di variazione (o
velocita di variazione) puntuale della funzione nel punto x,. Nel
caso in cui la variabile indipendente sia il tempo, f'(t,) e il tasso di
variazione istantaneo (o velocita istantanea di variazione) al
tempo t, 15




Significato geometrico della derivata

Dal problema delle tangenti, si puo affermare che:

1l rapporto incrementale della funzione f in X, Si
identifica con il coefficiente angolare della secante
PQ che unisce | punti di ascissa X, € Xy+h

* la derivata di f in x, rappresenta il coefficiente
angolare della retta tangente alla curva di equazione
= f(x) nel punto di ascissa x,
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OSSERVAZIONE

L’esistenza della derivata di una funzione f In un

punto X, implica che:

* esiste la retta
tangente alla curva
grafico di f nel punto
corrispondente ad X,

« |la retta tangente
non e verticale (ha
pendenza definita!) ed
ha equazione:

y = 7(xp)- (X-Xg) + f(Xp)
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Se non esiste il limite per h—0 del rapporto incrementale, ma
esistono finiti il limite a sinistra o a destra o entrambi, tali limiti si
chiamano derivata destra e derivata sinistra di f in X, e si
rappresentano con i simboli f'_( x,) e f,( X):

_ + h) —
f[xﬁ—khi f(x0) ¢ (x,) = lim flxg+h) — f(xg)

h—=0t h

f' (x,) = lim

h—=0"
Una funzione f € derivabile in un insieme se € derivabile in
ogni suo punto (se linsieme e un intervallo e uno o entrambi gli
estremi sono compresi, in tali estremi si intende che esista la
derivata sinistra o destra). Se f e derivabile in ogni punto del suo
dominio si dice derivabile

L’'operazione di passaggio al limite del rapporto incrementale
prende il nome di differenziazione, perché riguarda le
differenze delle variabili.

Per gquesto motivo i risultati matematici che riguardano le
derivate e gli argomenti a esse collegati prendono il nome di
calcolo differenziale 18




Applicazioni

Significato fisico del rapporto incrementale e della
derivata

Supponiamo che un oggetto si muova di moto rettilineo, con
legge oraria s = f(t) , dove f e la funzione che in ogni istante
fornisce la posizione occupata dall’oggetto (e quindi descrive
lo spazio percorso s rispetto al tempo t)

La velocita media nell'intervallo di tempo [t,, t,+h] e definita
dal rapporto tra lo spostamento (cioe lincremento nella
posizione dell'oggetto) ed il tempo impiegato ad effettuarlo:

f(ty + h) —f(t,)
media h

v

E quindi naturale definire la velocita istantanea in t, nel
seguente modo:

v(ty) = liﬂ ;

f(t,} + h] _ f[t,}] T !
h =1t (tp) = s (to)
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Piu in generale: se y = f(t) e una grandezza fisica variabile nel
tempo (come una temperatura, il volume di un oggetto che si

dilata,...) allora f(t;) e la velocita istantanea (0 tasso
Istantaneo) di variazione di quella grandezza al tempo t,

Qualche esempio:

« se la funzione f esprime la velocita di spostamento di un
oggetto nel tempo, f'(t,) e I'accelerazione istantanea a t,

« se f esprime la quantita di carica elettrica in un punto al
variare del tempo, f'(t,) e l'intensita di corrente passante per
quel punto all'istante t,

« se f esprime Il numero di batteri di una coltura al variare del
tempo, f(t;) e il tasso di variazione della numerosia dei
batteri allistante t,
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Derivabilita e continuita
TEOREMA

Se una funzione e derivabile in un punto X, allora in tale
punto e continua

Ne consegue che: un punto di discontinuita € sempre un punto di
non derivabilita per una funzione

Non vale il viceversa del teorema precedente, cioe se una
funzione e continua in un punto non e detto che sia derivabile in
tale punto

=&

f(@) = lal g(z) = /x| h(z) = vz 21



Punti di non

2 G Grafico
derivabilita
y4 : yv4
Flesso a tangente /
verticale
o e x o lc x
a : b :
yl\ yl\
Cuspide
o = X o) e X
a. Verso il basso. b. Verso l'alto.
ylk yl\
Punto angoloso
o c X o c X

li

R=0 h

Fle+k) = f(c) _

R0 h

In a.
- fle+h)—fle) _

R0~ h

et —f@) _,

im
R0 h

In b. la situazione
si inverte

In a. i limiti
destri e sinistri
sono finiti e
diversi; in b.
uno e finito e
I'altro infinito

et —f@) _,



LA FUNZIONE DERIVATA

« Data una funzione f, I'insieme dei punti x del dominio di f
nei quali f e derivabile si dice insieme di derivabilita di f

« S| definisce derivata di f la funzione che ha come
dominio I'insieme di derivabilita di f e che ad ogni x di tale
Insieme associa

f(x +h) — f(x)

f'(x) = Li_x;ré =
Simboli utilizzati: ' y Df & &
dx dx

La funzione f’ e detta derivata di f perche “deriva” da f
tramite I'operazione di limite indicata sopra

23



CALCOLO DELLE DERIVATE

 Per determinare la derivata (se esiste) di una funzione
IN un punto, occorrerebbe in base alla definizione
calcolare il limite del rapporto incrementale (e tale limite,
quando f e continua, si presenta sotto la forma
Indeterminata 0/0!)

* In pratica si procede come gia fatto con le funzioni
continue:

- si dimostra, mediante la definizione, la derivabilita di
una classe ristretta di funzioni per le quali si determina
'espressione della funzione derivata (Tabella delle
derivate delle funzioni elementari)

- si introducono alcuni teoremi (Regole di derivazione)
che permettono di estendere notevolmente la classe
delle funzioni per le quali si e in grado di calcolare la
derivata. 24




TABELLA DELLE DERIVATE DELLE FUNZIONI ELEMENTARI

1)
2)
3)
4)

3)

6)

7)

8)

9)

10)
11)

y=c
y=z"
y=s8inz
Y =CO0S z

y=I1gzr
y=colg r

y = arcsin r
y = arccos r
y=arClg z

y =arccotgr

y = a*

y=e

y=log,z

y=log z

=)

Y
v =a-z0-! Casi particolari:
y' =cos z 1 ' 1
y'=—sinz J"=; Fz_E
it = +tg’z
V= cosiz ® _ ;1
, ’ y=+x y'=—
y=———=~-1-cotg*z 2v/x
sin“
I
f
i p——
V1= z?
b
vi-z*
I
-
¥ = 1+22
l
f =
. | + 22
Y =a%loga
y=e
‘ \
- = €
v z log a }05&
..
y-; 25



REGOLE DI DERIVAZIONE

1. Teorema dellasomma e differenza

Se f e g sono derivabili in X, allora anche le funzioni somma
f+g e differenza f-g sono derivabili in x ed e:

(+9)°(x) = 1°(x)+ g’(x) (t-g)°(x) =1°(x)- g’(x)

In_generale: la derivata della somma algebrica di piu
funzioni derivabili e uguale alla somma algebrica delle
derivate delle singole funzioni.

2. Teorema del prodotto

Se f e g sono derivabili in x, allora anche la funzione
prodotto f-g e derivabile in x ed e:

(-9 )'(x) =f°(x) - g(x) + f(x) - g'(x)

26



Dal teorema del prodotto, si ha che la derivata del
prodotto di una costante per una funzione e uguale al
prodotto della costante per la derivata della funzione:

(c-0)(x)=c-f(x)

In_generale: la derivata del prodotto di n funzioni e
uguale alla somma degli n prodotti della derivata di
ciascuna funzione per le rimanenti n-1 funzioni non
derivate

Come caso particolare si ottiene l|la derivata di una
funzione potenzaf":

(F")°(x) = n -[f(x)]"* -t °(x)

27



3. Teorema del quoziente

Se f e g sono derivabili in x e g(x)=0, allora anche la
funzione quoziente f/g e derivabile in x ed e:

E f . f'(x)-g(x) —f(x)-g'(x)
(g) ) [8(x)°

4. Teorema della funzione composta

Sia f derivabile in x e g derivabile in f(x), allora gof e
derivabile in x ed e:

(9 of)'(x) = g'(f(x)) - T'(x)

Anche il teorema di derivazione delle funzioni composte
puo essere esteso al caso in cui le funzioni componenti
siano piu di due

28



Esempi di calcolo di derivate

Esempio 1

Derivare la funzione f(z) = 32% +sinz. Applicando la regola di derivazione
della somma si ha D(f(z)) = D(3z*)+ D(sinz). A questo punto nel primo addendo
possiamo applicare la regola di derivazione di un prodotto per una costante mentre
la seconda ¢ immediata: = 3D(z?) 4+ cosz = 3(423) 4+ cosz = 122° + cosz. Nei
prossimi esempi, non verranno ulteriormente spiegati tutti i passaggi.

Esempio 2

Derivare la funzione f(z) = z*Inz. Si tratta di un prodotto, quindi:

, , 1
D(z*Inz) = D(z*)Inz +2°D(lnz) = 2xlnx + 22 - —= 2rInz + x.

29



Esempio 3

et +4
Derivare la funzione f(x) = 3 i - Si tratta di un quoziente, quindi:
N e +4\  D(e*+4)- (:{:3+;1!) — (" +4) ~D(;’E3—I—;I!} B
4zr) (23 4+ x)2 N
(D(e*) + D(4)) - (z° +x) — (e* +4) - (D(2*) + D(x))
(z° +z)?
(e 40)- (2P +z)— (" +4)- 322+ 1)  e¥(z +x) — (e” +4)(32? + 1)
Esempio 4
Derivare la funzione f(z) = ——. Si tratta di un reciproco, quindi:
COST + sInx
D 1 _ D(cosx+sinz)  —sinz+cosr  sinz—cosz
cost +sinx)  (cosz+sinz)?  (cosz +sinz)?  (cosz + sinz)?

30



Esempio 5

Derivare la funzione f(z) = T Per prima cosa dobbiamo utilizzare la regola
r*Inx
del reciproco, quindi
1 D(z*Inz . : .
D — = — (,} ,j) = Adesso, dovendo derivare il prodotto che ¢ al nu-
x*Inx (% Inx)? '
meratore, dobbiamo utilizzare la regolare del prodotto! Quindi, rifacendo i calcoli
: ‘ . 2rlnz +
dell'esempio 2, si arriva a = ——— 5
(z*Inx)

Esempio 6
Derivare la funzione f(x) = senx3. Applicando la regola di derivazione della

funzione composta si ha: D(senx®)= cos x3-3x2.
Derivare la funzione g(x) = log(sen x3). Applicando due volte la regola di
derivazione della composizione si ottiene:

- cosx? - 3 x2

1
- D(zenx?) =

D(log(senx?) = -
senx senx

3
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DERIVATE DI ORDINE SUPERIORE

Se la derivata f di una funzione f € a sua volta
derivabile, allora la derivata della derivata di f prende |l
nome di derivata seconda di f ed e indicata con f”
(mentre f’ e allora |la derivata prima di f).

In modo simile sono definite la derivata terza, e, In
generale, la derivata n-esima di f.

Quando n>3 la derivata n-esima viene indicata, con la
scrittura f(W (anziché con “n apici”), ponendo n fra
parentesi per non confonderlo con lI'esponente di una
potenza di f

32



L’esempio piu noto di derivata seconda:
I’accelerazione

Se s = f(t) e la funzione posizione di un oggetto che si
muove di moto rettilineo, e noto che la sua derivata
prima rappresenta la velocita v(t) dell'oggetto in funzione
del tempo:

v(t) =s’(t)

Il rapporto incrementale della velocita rispetto al tempo
In un dato intervallo e [laccelerazione media
dell'oggetto nell’intervallo considerato, mentre il limite del
rapporto incrementale e I'accelerazione a(t) all’istante t
delloggetto. Quindi la funzione accelerazione e la
derivata_seconda della funzione posizione rispetto al

tempo:

a(t) = v'(t) = s™(t) 33



MASSIMI E MINIMI DI FUNZIONI

Alcune delle applicazioni piu importanti del calcolo differenziale
sono i problemi di ottimizzazione, cioe i problemi in cui viene
richiesto il modo ottimale (migliore) di fare qualcosa

Esempi

 Quali sono le dimensioni di una lattina cilindrica che sia la
meno costosa per un dato volume?

* Qual e la massima accelerazione di una navicella spaziale?

 Qual e il raggio di una trachea contratta che permette di
espellere piu velocemente /’aria durante un colpo di tosse”

« Con quale angolo dovrebbero biforcarsi 1 vasi sanguigni in
modo da minimizzare /‘’energia spesa dal cuore nel pompare il
sangue?

Si tratta di problemi che possono essere ricondotti al calcolo dei
valori massimo o minimo di un’opportuna funzione

34



Cosa si intende per valori massimo o minimo di
una funzione?

Sia f una funzione di dominio D. Si definisce:

massimo assoluto di f, se esiste, il numero reale M che e
Il piu grande (massimo) dei valori assunti dalla funzione in
D, cioe:

M = f(a), aeD, e f(a) >f(x), per ogni x €D

Si definisce:

minimo assoluto di f, se esiste, il numero reale m che e |l
piu piccolo (minimo) dei valori assunti dalla funzione in D,
cioe:

m =f(b), beD, e f(b) < f(x), per ogni x €D

35



NOTA

- Il minimo ed Il massimo assoluto di f, se esistono, sono
unicl

-Un punto aeD dove la funzione f assume il massimo
assoluto e detto punto di massimo assoluto

-Un punto beD dove la funzione f assume il minimo
assoluto e detto punto di minimo assoluto

- Una funzione puo avere nel suo dominio piu punti di
massimo o0 minimo assoluto (anche infiniti, come per
esempio le funzioni seno e coseno)

36



Massimo relativo (o locale), minimo relativo (o locale)

Si dice che una funzione f ha un massimo relativo in un
punto x, del suo dominio [risp., un minimo relativo in x| se
f(x)<f(x,) [risp. f(x)=f(x,)] per ogni x del dominio appartenente

ad un intervallo aperto contenente X,
Y y

f(xo) /
£ | VANEWE
/ ,?;D) \/ . f(xo0) (xo0)

X, punto di massimo relativo Xo punto di minimo relativo
(e assoluto)

NOTA - Ogni punto di massimo o0 minimo assoluto e anche relativo

Si dimostra che se f € una funzione continua in un intervallo chiuso
[a,b], allora f ha massimo e minimo assoluto in tale intervallo.

Il teorema non dice pero come calcolare tali valori!



PROBLEMA: data una funzione, come si determinano,
se esistono, |1 suol punti di massimo e minimo relativo?

Il seguente teorema da informazioni in proposito

TEOREMA DI FERMAT

Se f ha un massimo o un minimo relativo in un punto X,
Interno al dominio e se esiste f ’(x, ), alloraf ’(x,)=0

Non vale I'implicazione inversa del teorema di Fermat: puo
accadere che in un punto si annulli la derivata e che tale
punto non sia né di massimo né di minimo

A

In questo esempio, X, € un
punto di flesso a
tangente orizzontale %

38
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Segue che gli unici punti in cui e possibile che una funzione
abbia massimi o minimi (locali o assoluti) sono:

* | punti X, Interni al dominio in cui f(x,) = 0 (detti punti
stazionari), per il Teorema di Fermat

* | punti interni al dominio in cui |a derivata non esiste

* gli estremi (finiti) del dominio

I I i
y y y
Lo /! P AN / Fi [
A — — — — -
X0\ /X foxo 7 xS N/ X0 X
Xp =punto Xp =punto di non xg =estremo (in R)
stazionario derivabilita del dominio

39



Informazioni_importanti sulla ricerca dei punti di massimo e
minimo (e non solo), si ottengono dal seguente teorema, che
si puo considerare il Teorema fondamentale del calcolo
differenziale

TEOREMA del VALOR MEDIO (o di LAGRANGE)

Se f e una funzione continua in [a, b] e derivabile in (a, b),
allora esiste almeno un punto c <(a, b) tale che

f(b) — f(a)
b—a

f(c) =
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Significato geometrico del teorema di Lagrange

Esiste un punto ¢ per cui la
tangente ad f in ¢ e parallela
alla retta passante per i punti

A= (a,f(3)) e B =(b,f(b)).

41



Se nel teorema di Lagrange si aggiunge l'ipotesi che f(a)=f(b),
allora esiste almeno un punto ¢ <(a, b) tale che f(c)=0
(Teorema di Rolle)

Geometricamente, Yo
esiste almeno un
punto c in cui la

retta tangente al :\
graficodife f ;

parallela all’asse x fa) = }*l\/‘l
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COROLLARIO 1

Le funzioni continue nellintervallo chiuso [a, b] che hanno
derivata nulla nell’intervallo aperto (a, b) sono tutte e sole le
funzioni costanti:

f’(x) =0 se e solo se f(x) =k, con keR

COROLLARIO 2

Due funzioni f e g, continue nell’intervallo [a, b] e derivabili in
(a, b) hanno derivate uguali per ogni X € (a, b) se e solo se
differiscono per una costante additiva:

f’(x) = g’(x) se e solo se f(x) =g(x) + k, con keR
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Conseguenze del Teorema di Lagrange

Un’importante conseguenza del teorema di Lagrange e
costituita dalla dimostrazione del seguente risultato che lega
segno della derivata e crescenza o decrescenza di una
funzione

TEOREMA

Sia f una funzione derivabile in un intervallo aperto I.
Allora:

a) fe crescente in | se e solo se perognixel, f’(x) >0

b) f e decrescente in | se e solo se per ogni xel, f'(x) <0
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In particolare si dimostra quanto segue:

TEST di CRESCITA/DECRESCITA
Sia f una funzione derivabile in un intervallo aperto I.
Allora:

se per ogni xe I, f '(x) > 0O, allora f e strettamente
crescente in |

se per ogni xe I, f '(x) < 0O, allora f e strettamente
decrescente in |

NOTA: le implicazioni inverse non valgono

A#
Nel grafico a fianco, la funzione e :
¢ >

strettamente crescente, ma in x, /
la derivata e nulla / Xy 45
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Una consequenza del Test di crescita/decrescita, e |l
seguente test per la determinazione dei punti di massimo
relativo o di minimo relativo di una funzione.

TEST della DERIVATA PRIMA per | punti di massimo 0 minimo
relativi

Sia ¢ un punto di una funzione continua f in cui f’(c)=0 e sia f
derivabile in tutti i punti di un intervallo contenente c, fatta al piu
eccezione per il punto c. Spostandosi in tale intervallo da sinistra
verso destra si ha che:

a) se f’cambia da positiva a negativa in c, allora f ha un massimo
relativo in c

b) se f’ cambia da negativa a positiva in c, allora f ha un minimo
relativo in c

c) se f’non cambia di segno in ¢ (ovvero f’ e positiva, 0 negativa,
da entrambe le parti di c¢), allora f non ha né massimo, ne
minimo relativo in c
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CONCAVITA’ E FLESSI

Sia f una funzione definita in un intervallo I. Si dice che f e
convessa, o concava verso [l'alto, in | se per ogni xel, |l
grafico di f e al di sopra della retta tangente alla curva nel
punto (X, f(x)).

Se invece, per ogni xel, il grafico di f e al di sotto della
retta tangente alla curva nel punto (x, f(x)), allora la curva
e detta concava, o concava verso il basso, in |

concava
(o concava »

verso 11
hasso)

convessa

(0 concava
verso 1L'alto)

R

a7
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Sia f una funzione definita in X. Un punto x, €X, si dice
punto di flesso per f se esistono un intorno destro ed un
iIntorno sinistro di X, con concavita discordi [cioe la f ha
convessa in un intervallo (a, x,) € concava in un intervallo
(Xo, b), 0 viceversal].

Geometricamente: la retta tangente alla curva in un punto
di flesso attraversa la curva in quel punto
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Per la determinazione degli intervalli di concavita o convessita di una
funzione e degli eventuali punti di flesso a tangente obliqua si ricorre
al seguenti risultati che fanno intervenire la_derivata seconda della
funzione.

TEOREMA

Sia f dotata di derivata seconda in un intervallo I. Allora:
a) fe convessain | se e solo se f(x)>0, per ogni x el ;
b) feconcavainl se e solo se f(x)<0, per ogni X &l

Nota: il risultato precedente segue dal fatto che f funzione convessa
(concava) in | e equivalente a f’ funzione crescente (decrescente) in |,
da cui il segno >0 (o <0) della derivata seconda f”

Regola per l'individuazione dei punti di flesso (di una funzione
derivabile due volte)

Si studia il segno della derivata seconda tramite la disequazione

f’(x)> 0: I_punti nei quali la derivata seconda cambia di segno sono |
punti di flesso 49




CALCOLO DI LIMITI
(che presentano FORME DI INDETERMINAZIONE)

Il seguente teorema (di fatto ancora deducibile dal teorema di
Lagrange) e di uso frequente nel calcolo dei limiti _che si
presentano nella forma indeterminata 0/0 0 oo/x.

TEOREMA di DE L’HOPITAL

Siano f e g funzioni per le quali esiste un intorno | di X, nel quale
sono derivabili ed in cui g’(x)#0 (eccetto eventualmente in X,).

Sia inoltre:

lim f(x)=0 e iﬂﬂ glx}=0

ke ke

oppure lim f(x)=4w e lim g(x) = too .

.'-I:'—:".'-I:'l:I .'-I:'—:".'-I:'l:I

f(x) f'(x)

Allora lim —— = lim
x—}xng[;‘c] :r—}:r,:,g"[:;:::]

se Il limite a secondo membro esiste (finito o Infinito)

Nota: Il teorema vale anche per limiti destri, sinistri e per
limiti all’infinito 50




Esempio 1

_ 20 + 3 +oo\ g .. 2 2

lim — = —]=1lm — = — =10
r——4oo T2 — 1 + o0 r—o0 20 400
Esempio 2
! ;I:—I—sin;r_ 9 El' l—l—cms;.tf_l—l—l_2
=0 22 \o) =0 2 T 1
Esempio 3

2
. | 2 |

lim R (—I—_:x:) B im T::: — lim 2z%=1cc
r—~+oo IN T +0C T—00 = T— 400
Esempio 4

r—r+oo e’ +-00

.z’ +oo\ H .. 2z +oo\ H .
lim — = (—) = lim — = (—) = lim
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Il teorema si puo estendere per calcolare limiti di funzioni
che presentano altre forme di indeterminazione

« Se la forma di indeterminazione e del tipo O- « si applica
Il teorema di de L'Hopital dopo aver scritto il prodotto f-g
come _quoziente in una delle due forme (non sempre
pero sono entrambe convenienti allo stesso modo!) :

I g
frg=7 oppure f[f-g=7
g f

 Anche nel caso + o — o, si ci si puo ridurre alla forma
wofoo 0 0/0 ricorrendo, se necessario, alle seguenti
uguaglianze:

flx)—glx)= flx)|1 —% (si ottiene la forma ;j
1 1
_g9x) f(x) .. .
flx)—gl(x)= 7 (si ottiene la forma E]

f(x)-g(x) >2



Esempi (Caso 0- )

1. lim x-Inx [risultato 0]
x—4oo
1 . _'5:
2. xl_l}lem:-: = [risultato O]

Esempi (Caso + o = )

3. lim_
x—— COSX

—

—tax  [risultato O]

1
4. lim —+ Inx [risultato + oo]

x—=0t x
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STUDIO DI FUNZIONE

e La teoria fin qui svolta consente di ricavare gli elementi
necessari per tracciare con buona approssimazione |
grafico di una funzione

|l procedimento da seguire puo essere riassunto in una
successione di punti che permettono di ottenere le
Informazioni che servono (schema per lo studio di

funzione)
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SCHEMA PER LO STUDIO DI FUNZIONE

Si determinano il dominio della funzione, eventuali simmetrie 0
periodicita, il segno della funzione e le intersezioni con gli assi
cartesiani

Si studia, mediante il calcolo dei limiti, il comportamento della
funzione agli estremi del dominio e si individuano gli eventuali
asintoti (orizzontali o verticali)

Studio _della derivata prima: si determina la derivata prima ed |l
suo dominio (si individuano cosi, se ci sono, i punti di non
derivabilita) e si studia il segno di tale derivata (f(x)>0). si
ottengono in tal modoi informazioni su crescenza/decrescenza e
sull’eventuale esistenza di punti di massimo, minimo o di flesso a
tangente orizzontale

Studio _della_derivata seconda, f’(x)>0: si determina la derivata
seconda e se ne studia il segno, (si ottengono Iin tal modo
iInformazioni su concavita/convessita e si individuano gl
eventuali punti di flesso a tangente obliqua)
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