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Calcolo dei limiti 
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IDEA INTUITIVA DI LIMITE 

I Caso: comportamento di una funzione f per xx0 

Esistenza del limite finito: f(x)  L (L numero reale ) 

Sia f una funzione definita in ogni punto di un intervallo 

aperto contenente x0 (in particolare, in un intorno di x0) 

eventualmente con l’eccezione di x0 . Si scrive: 

 
 

e si legge “ il limite di f(x) per x tendente a x0 è L”   

se è possibile rendere il valore di f(x) arbitrariamente vicino 

ad L, scegliendo x sufficientemente vicino, ma non uguale, 

ad x0  
 

Nota: in generale si richiede che x0 sia un punto di accumulazione 

per il dominio di f (ovvero ogni intorno di x0 deve contenere infiniti 

elementi del dominio della funzione) 
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Nota - Nella ricerca del limite di una funzione per xx0 non 

si considera mai il comportamento della funzione in x0 :  

la sola cosa che influenza il limite è il comportamento di 

f in prossimità di x0 

... ma in tutti e tre i casi L)x(flim
ax




In fig. a) la funzione è definita in x=a e f(a)= L, in fig. b) la 

funzione è definita in x=a e f(a)  L, in fig. c) la funzione f non 

è definita in x = a 



Ci sono casi in cui si è interessati ad analizzare il 

comportamento di f solo in un intorno destro (o sinistro) di x0 

  

• Si scrive allora 

 

 

e si legge “il limite sinistro di f(x) per x tendente a x0 è L”  

o “il limite destro di f(x) per x tendente a x0 è L”  

se è possibile rendere il valore di f(x) vicino quanto si vuole ad 

L, scegliendo x sufficientemente vicino a x0 ma sempre minore 

di x0, nel primo caso, e sempre maggiori di x0 , nel secondo 

caso 
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Può succedere che il comportamento di una funzione  in un intorno 

sinistro di un punto sia diverso dal comportamento in un intorno 

destro  (come in prossimità del punto x = 2 in figura ) 

Si ha che: 

L)x(flim   e  L)x(flim   se solo e se  L)x(flim
000 xxxxxx


 

Per  x5  il limite  

esiste e vale 2 

 

Per x2 non esiste 

il limite (bilaterale) 
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Esistenza del limite infinito: f(x)  + o f(x)  − 

per xa,     f(x) + 

per xa,    f(x) − 



Nei casi analoghi ai precedenti si usa la notazione 

 

 

(si legge “il limite di f(x) per x tendente a x0 è + (o −)”) 

e significa che il valore di f(x) può essere reso arbitrariamente 

grande, cioè grande quanto si vuole (o arbitrariamente piccolo, 

cioè piccolo quanto si vuole) prendendo x sufficientemente 

vicino ad x0 ,sia da destra che da sinistra, anche se diverso da 

x0 

Nota  

Si usano anche, con ovvio significato, le notazioni seguenti: 
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• La retta di equazione x = x0 è detta asintoto 

verticale per la curva di equazione y = f(x) se 

vale almeno una delle seguenti affermazioni: 
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Asintoti verticali 



Esiste sempre il limite per x  x0? 

La risposta è NO! 
Gli esempi seguenti chiariscono 

le situazioni di non esistenza del limite 
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Non esiste il limite per x0 perché la 

funzione continua ad assumere tutti i valori 

compresi tra -1 e 1 

I limiti destro e 

sinistro esistono, 

ma sono diversi 



II Caso:comportamento di una funzione f per x 
 

Esistenza del limite finito: f(x)  L  (L reale ) 

 

• Sia f una funzione definita in un intervallo (a,+) (è detto 

anche intorno di +). La scrittura 

 
 

  

 (si legge “il limite di f(x), per x che tende a +, è L”) 

 significa che il valore di f(x) può essere reso vicino ad L 

quanto si vuole, pur di scegliere x sufficientemente grande 
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• Se invece f è definita in un intervallo (−, b) (intorno di −). 

Allora: 

 

   

 (si legge “il limite di f(x), per x che tende a −, è L”) 
  

 significa che il valore di f(x) può essere reso vicino ad L 

quanto si vuole, pur di scegliere x negativo e, in valore 

assoluto, sufficientemente grande 
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Esempi che illustrano la 

situazione descritta da:  

L)x(flim
x




(ci sono diversi modi in cui  il 

grafico di f tende alla retta 

orizzontale  y = L) 

La retta y = L è detta asintoto 

orizzontale per il grafico di f 



Le notazioni 

  

vengono usate per indicare che il valore di f(x) diventa 

grande quanto si vuole (o piccolo quanto si vuole) per 

valori di x sufficientemente grandi 
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Nota Si usano, con ovvio significato, anche le notazioni 

Esistenza del limite infinito: f(x)  + o f(x)  − 



15 

Anche  nello studio del  comportamento di una funzione 

“all’infinito” , non sempre esiste il limite! 

Esempi significativi sono forniti dalle funzioni periodiche  

(in particolare, dalle funzioni trigonometriche) 



ESERCIZI sui LIMITI 
 

 

• Lettura di grafici 
 

• Disegno di grafici di funzioni note certe 

informazioni sui limiti 
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1. Disegnare il grafico di una funzione che soddisfi alle seguenti 

condizioni: 
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2. Disegnare il grafico di una funzione che soddisfi alle seguenti condizioni: 

 

     domf= R-0, 3;     f(4)=0;    
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 3. Calcolare i seguenti limiti, dopo aver prima disegnato i grafici delle 

funzioni elementari coinvolte 
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4. Si consideri la funzione f definita su R  ed avente il grafico come in 

figura. Determinare: 

a)   l’insieme dei valori x tali che f(x) = 0   

b) l’insieme dei valori x tali che f(x) > 0  

c) il valore dei seguenti limiti: 



DEFINIZIONE RIGOROSA DI LIMITE 

 Esistenza del limite finito per xx0 
 

 Quando si dice che f(x) ha limite L al tendere di x a x0, 

intuitivamente s’intende che si può rendere f(x) 

arbitrariamente vicino ad L, prendendo x sufficientemente 

vicino ad x0 (ma non coincidente con esso). 
 

 La definizione rigorosa di limite si basa sull’idea di 

specificare quanto piccola deve essere la distanza di x da 

x0, cioè x – x0 , per riuscire ad avere la distanza di f(x) da L, 

cioè f(x) – L minore di una quantità fissata. 

 

 Si giunge così alla seguente definizione 
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Esistenza di limiti per x che tende all’infinito 

Esistenza del limite infinito per xx0 
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ALCUNI TEOREMI SUI LIMITI 

unico è limite  taleinfinito, o finito itelim ammette 

per x o per x o xper x funzione una Se

LIMITE DEL UNICITA'DELL'TEOREMA 

0 

limite del segno stesso lo 

ha f(x) I, xogniper  che  talecentrale) punto come  xavente I aperto

 intervalloun  (cioè  xdi intornoun  esiste allora ,0L )x(flim Se

SEGNO DEL PERMANENZA DELLA TEOREMA

0

0
xx 0






Nota: Il teorema precedente vale anche  

se x +    o    se x -   
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)- o , menterispettiva(L )x(glim
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Nota: Il teorema precedente vale anche  

se x +     o     se x -   



CALCOLO DEI LIMITI 

• Con la definizione di limite si è in grado di dare risposta 

nelle diverse situazioni possibili se un dato numero 

reale o se + o - sono limiti di una funzione. 
 

• Il problema che interessa maggiormente è però il 

calcolo del limite, ammesso che esista. 
 

• Il teorema seguente permette di affrontare la questione. 

Tale teorema consente di ridurre il calcolo del limite di 

una funzione nella cui espressione analitica compaiono 

un numero finito di operazioni di addizione, sottrazione, 

moltiplicazione e divisione al calcolo dei limiti delle 

funzioni componenti 
 

• Attraverso il concetto di continuità, si arriverà poi al 

calcolo dei limiti di tali funzioni “elementari” componenti 
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TEOREMA SULLE OPERAZIONI CON I LIMITI 

Forma di indeterminazione:   −  
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LIMITI DI UN PRODOTTO DI FUNZIONI 



CONTINUITA’ 

• La definizione matematica di continuità corrisponde 

proprio al significato che usualmente si attribuisce alla 

parola continuo (un processo è continuo se procede 

gradualmente,senza interruzioni o bruschi cambiamenti) 
 

 

Definizione 

 Sia f una funzione e x0Domf. La funzione è continua 

in x0 se 
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Se f non è continua in x0Domf, si dice che f è 

discontinua in x0, o che ha una discontinuità in x0.  



 Dalla definizione segue che f è continua in x0 se sono 

soddisfatte tre condizioni: 

•   esiste f(x0) 
 

•  esiste finito  

(quindi f deve essere definita in tutto un intervallo      

aperto contenente x0) 

 

•  
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Pertanto f è continua in x0 se f(x) si avvicina a f(x0) 

al tendere di x a x0 
 

(ovvero il comportamento della funzione in prossimità 

di x0 non è difforme da quello in x0)  
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Geometricamente: se f è continua in x=a, i punti (x, f(x)) del 

grafico di f si avvicinano al punto (a, f(a)) per x che tende ad a. 

... e quindi la curva non presenta interruzioni in 

corrispondenza del punto x=a !  
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CASI  DI DISCONTINUITA’ 

Discontinuità “eliminabile” 
(è possibile ridefinire la funzione  

in x = 2 rimuovendo la discontinuità) 

Discontinuità di “infinito” 

Discontinuità di “salto” 

NOTA 

L’interruzione del grafico in x=1 è 

dovuta al fatto che in tale punto la 

funzione non è definita 
 

Parleremo di continuità o discontinuità 

solo per punti del dominio 



Definizioni 

 Sia f una funzione. Si dice che:  

• f è continua a destra in x0Domf, se 

 
• f è continua a sinistra in x0 Domf, se 

 

 

• f è continua in un intervallo se è continua in ogni punto 

dell’intervallo 

• f è continua (senza specificare dove) se è continua in 

ogni punto del suo dominio 
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Geometricamente: una funzione continua in ogni punto di 

un intervallo è una funzione il cui grafico in quell’intervallo 

può essere disegnato senza staccare la matita dal foglio 



Valgono i seguenti fatti: 
 

• Tutte le funzioni elementari sono funzioni continue 

• Le funzioni ottenute come somma, differenza, prodotto, 

quoziente o composizione di funzioni continue, 

conservano la continuità 

segue che 
 

tutte le funzioni polinomiali, razionali, algebriche e 

trascendenti sono funzioni continue 
 

Conseguenza importante nel calcolo dei limiti: 
 

• Il riconoscimento della continuità di una funzione in un 

punto x0 rende facile il calcolo del  
 

basta calcolare  f(x0)! 
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RIEPILOGO SUL CALCOLO DEI LIMITI 

• Fatta eccezione per le forme di indeterminazione, il 

calcolo dei limiti di funzioni numeriche si può effettuare 

ricorrendo a: 

• conoscenza delle funzioni elementari (grafico e loro 

proprietà) 

• riconoscimento della continuità di una funzione 

• teorema sulle operazioni con i limiti (tabella relativa ai 

limiti di funzioni somma, differenza, prodotto e quoziente) 

 

 In certi casi, le forme di indeterminazione si possono 

superare ricorrendo ad opportuni artifici o all’uso di 

“limiti notevoli” (vedi esercizi) 

37 



38 



39 



40 

Riepilogo delle forme di 

indeterminazione 

NON sono forme di indeterminazione 
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Qualche espediente nel caso di  

forme di indeterminazione 
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Calcolo di limiti con uso del limite notevole 
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Risultati:  primo limite 1; secondo limite ½ ; terzo limite 0;  

quarto limite 1 



LIMITI DELLE FUNZIONI ELEMENTARI 

(ottenuti dalla lettura dei grafici di tali funzioni) 

APPENDICE 






